
收稿日期: 1999- 10- 19;修订日期: 1999- 11- 30

作者简介: 高歌( 1945- ) ,男,北京航空航天大学 404教研室博士生导师;熊焰( 1955- ) ,男,美国佛罗里达大西洋大学教授,博士

* 两位作者对该研究工作做了均等贡献

第 15卷　第 1期
2000 年 1月

航空动力学报
Journal of Aerospace Power

Vol. 15 No. 1

Jan.　2000

文章编号: 1000-8055( 2000) 01-0001-11

不可压湍流平均流与拟序流的各向异性
模式理论及其数值验证

高　歌1　熊　焰2

　1(北京航空航天大学 404教研室,北京　100083)　

( g ao@ ns. ng l. buaa. edu. cn)

　
2
( Dept . o f Ocean Eng ineer ing , Flor ida At lantic U niversity　USA )　

( y ong@ oe. fau. edu)

摘要: 使用侧偏统计平均方法理性推导了不可压湍流的封闭方程组。侧偏统计平均提供了湍流脉动量的一阶

统计信息, 在引入加权漂移速度对称性及正交各向异性后, 导出了漂移流的连续方程、动量方程及能量方程,

最后依据湍流物理的唯象论 ,使用动量传输链概念模化封闭了整个方程组。方程组不含任何经验系数, 保留

了 N- S 方程的均化的非线性特性。其级数形式的能量方程与非线性现象多尺度层次现象相对应, 具备了描

述湍流统计平均流动及拟序结构流动的双重功能。用平面射流,层流—湍流转捩及后向台阶流等算例初步验

证了方程对真实湍流的适定性。
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1　引　言

　　作为当代未解的重大科学与概念问题之一,

湍流涉及了航空、航海、工业生产过程、海洋、气

象、天文及生物等广泛领域。湍流的有序与随机特

性的研究在数学与理论物理上也具有重要价值。

在工程上,对湍流的深入理解有助于加强对湍流

的利用、控制及提高 CFD的预测精度。

湍流同时兼有随机特性及拟序结构现象, 这

导致了湍流研究的二大学派:统计学派与结构学

派。自 1883年 Reynolds提出其平均方法并引出

著名的封闭问题之后, 一个多世纪来特别是近 10

～20年, 形形色色复杂程度各异的统计平均范畴

的湍流模型回避了 N- S 方程的非线性特性引起

的极度困难, 在引入依赖实验的经验系数及不同

封闭方式后, 可以近似估算高 Reynolds数的复杂

流动并具有不同程度的通用性。“但是,湍流预测

的可信度及通用性问题仍未得到解决,经验系数

不具备通用性, 系数的数学物理基础尚未得到探

索 [ 1]”。Reynolds 平均方法导致平均方程中完全

丧失湍流扰动的一阶统计信息,迫使研究者只能

对高阶矩进行模化,这是统计平均模型困难的根

本原因之一。

结构学派 30多年来展示了令人眼花缭乱的

湍流结构,但未能从间歇结构现象中引伸出相应

的基础理论。N- S 方程可以在连续介质概念成

立的最小尺度上描述湍流并展示各种结构现象,

但 N- S 方程的直接模拟所能适应的 Reynolds

数范围远 远低于大多数工程实际 问题的

Reynolds 数, 直接模拟所采用的超密网格( 106～

109网点)也不适宜工程应用。在稀疏的网格上对

高 Reynolds流动采用大涡模拟,是一个很好的理

想。但现行的各种大涡模拟模型有 2个弱点:一是

采用稀疏网格后未引入必需引入的湍流粘性系

数,二是采用滤波函数得出的小涡对大涡的作用



力项不准确, 未能真实反映高阶项影响。这导致了

大涡模型不得采用仍然很密的网格( 10
6
～10

8
左

右) ,且计算结果偏离真实间歇流动, 违背了建立

大涡模型的初衷。现在湍流研究的现状是"Struc-

tures exist without any theo ry at place w here

theories do no t allow the ex istence of

st ructures"。

N- S 方程可以在连续介质概念成立的最小

尺度网格上准确模拟湍流, 但在稀疏网格上则必

须引入湍流应力项。这表明,能全面反映湍流的随

机与拟序综合特性的湍流方程一定可以从 N - S

方程框架内导出。作者在本文中采用侧偏平均方

法以保留湍流脉动的一阶统计平均信息。依据一

定的原则将一点处湍流脉动划分为二组,每组的

统计平均量均不为零, 将各组的概率权重引入侧

偏平均值之后获得了加权漂移速度的对称性, 从

而明确了各组侧偏平均量及其方程的对称性, 为

进一步引入加权漂移速度的正交各异性奠定了基

础
[ 2]
。多尺度层次结构特性是非线性现象的共性,

无限多层次结构意味着单纯数学推导无可避免的

总是引出不封闭的高阶关联项。但从物理唯象论

来看, 无限多层次结构现象只是流体动能因有效

粘性作用从平均流传输到扰动漂移流,再经由涡

团级联散裂过程( cascade- down)及分子粘性作

用最终变为分子热的确定论过程的表象。既在湍

流的分维、混沌特性引出的视在的不确定性——

不封闭性背后, 隐藏着能量传递过程的确定论实

质。这正是赖以封闭湍流方程的唯象物理学实质。

准确反映物理实质的封闭方法将无需引入经验系

数,并保留N - S 方程的均化非线性特征。湍流的

多尺度现象对应于能量从低阶到高阶级联传递的

过程, 各种阶次的运动都会形成相应尺度的视在

结构。基于这种认识,作者推导了级数形式的漂移

流机械能方程。数值计算表明,采用不同的阶次计

算,即可精确获得统计平均流或拟序结构流。

2　统计侧偏平均

　　尽管湍流极为复杂, 但在连续介质概念成立

的最小尺度上满足 Navier- Stokes 方程。N- S

方程的非线性特性在高 Reynolds数时通常导致

无穷多解。假定 ui 是其解空间随机抽样值,则相

应的脉动速度可以定义为:

u
′
i = ui - u

- ( 1)

以上速度不管有无附标,均为矢量。式中平均速度

由系综平均获得:

u
- = lim

N→∞

1
N �

N

i= 1

ui ( 2)

式中: N 是N - S 方程可能的解的数目。将所有可

能的解依照一定的划分标准分为二组,其第一组

占有 N Ⅰ个解,第二组为剩余的 N Ⅱ个解。二组相

应的脉动值表示为 u
Ⅰ
i 及 u

Ⅱ
i ,第一组脉动值的系

综平均为:

u-Ⅰ = lim
N
Ⅰ
→∞

1
N Ⅰ
�
N
Ⅰ

i= 1

u
Ⅰ
i ( 3)

该值称之为一组漂移速度。相似的

u
-Ⅱ = lim

N
Ⅱ
→∞

1
N Ⅱ
�
N
Ⅱ

i= 1
u
Ⅱ
i ( 4)

称为二组漂移速度。因为所有脉动的总系综平均

u
-′= lim

N , NⅠ→∞

N Ⅰ

N

�
NⅠ

i= 1
u
Ⅰ
i

N Ⅰ
+ lim

N ,NⅡ→∞

N Ⅱ

N

�
NⅡ

i= 1
u
Ⅱ
i

N Ⅱ

( 5)

等于零,则有:

M Ⅰu
-Ⅰ + M Ⅱu

-Ⅱ = 0 ( 6)

式中 MⅠ= N Ⅰ / N 及 M Ⅱ= N Ⅱ/ N ,且有:

MⅠ + M Ⅱ = 1 ( 7)

M Ⅰ及 M Ⅱ作为 t 与 x 的函数,可看作是二股漂移

流的无量纲质量密度或权重系数。( 6)式表明, 二

股漂移速度并非一定要对称。但它们的加权漂移

速度 u
~Ⅰ= MⅠu

-Ⅰ及 u
~Ⅱ= M Ⅱu

-Ⅱ则是对称的,因为

u
~Ⅰ + u

~Ⅱ = 0 ( 8)

因为压力脉动 p
′
i 的平均值为零,则一、二组的加

权平均脉动压力 p
~Ⅰ及 p

~Ⅱ也是对称的,即:

p
~Ⅰ + p

~Ⅱ = 0 ( 9)

对应第 i个解的不可压流的N - S 方程为:

　
� ui

� t + ( ui � ) ui = - 1
� p i + �L 2

ui ( 10)

该方程对所有解的系综平均为:

� u-

� t + ( u-� ) u- = -
1
� p

- +

�L 2
u
- - ( u′� ) u′ ( 11)

( u′� ) u′= lim
N→∞

1
N �

N

i= 1

( u′i � ) u′i ( 12)

从 ( 10)式中减去( 11)式, 可得出对应于第 i 个脉

动的动量方程:

� u′i
� t + ( u- � ) u′i + ( u′i � ) u- + ( u′i � ) u′i =

-
1
� p

′
i + �L 2

u
′
i + ( u

′� ) u′ ( 13)

方程( 13)对Ⅰ组的加权系综平均为:
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� u
~Ⅰ

� t + ( u- � ) u~
Ⅰ
= -

1
� p

~Ⅰ + �L 2
u
~Ⅰ -

( u~
Ⅰ � ) u- + MⅠ ( u

′� ) u′-
M Ⅰ ( uⅠ � ) uⅠ ( 14)

( uⅠ � ) uⅠ = lim
N
Ⅰ
→∞

1
N Ⅰ
�
N
Ⅰ

i= 1

( uⅠi � ) uⅠi

( 15)

方程( 13)对第Ⅱ组的加权系综平均为:

� u
~Ⅱ

� t + ( u- � ) u~
Ⅱ
= -

1
� p

~Ⅱ
+ �L 2

u
~Ⅱ -

( u~Ⅱ � ) u- + MⅡ ( u′� ) u′-

M Ⅱ ( u
Ⅱ � ) u

Ⅱ
( 16)

( uⅡ � ) uⅡ = lim
N
Ⅱ
→∞

1
N Ⅱ
�
N
Ⅱ

i= 1

( uⅡi � ) uⅡi

( 17)

在( 12)、( 15)及( 17)中 3个关联项的关系为:

( u
′� ) u

′
= M Ⅰ ( u

Ⅰ � ) uⅠ +
M Ⅱ ( uⅡ � ) uⅡ ( 18)

将( 18)式代入( 14)及( 16)式,可得:

� u~Ⅰ

� t + ( u- � ) u~Ⅰ = -
1
� p

~Ⅰ +

�L 2
u
~Ⅰ - ( u~

Ⅰ � ) u- -

M ⅠM Ⅱ ( uⅠ � ) uⅠ - ( uⅡ � ) uⅡ ( 19)

� u~Ⅱ

� t + ( u- � ) u~Ⅱ = - 1
� p

~Ⅱ +

�L 2
u
~Ⅱ - ( u~Ⅱ � ) u- +

M ⅠM Ⅱ ( u
Ⅰ � ) uⅠ - ( u

Ⅱ � ) u
Ⅱ ( 20)

值得注意的是, 以上 2个方程唯一的区别在于右

侧最后一项符号相反。这就再次肯定了 u
~Ⅰ及 u

~Ⅱ

的对称性。因之, 只需求解其中之一方程, 例如

( 19) ,即可。

3　模化封闭

　　按照惯例,可定义:

( u′� ) u′= -  � -T ( 21)

作为单位质量湍流应力的散度。对( 19)式右侧最

后一项的模化为:

M ⅠM Ⅱ ( u
Ⅰ � ) uⅠ - ( u

Ⅱ � ) u
Ⅱ
=

�L 2
u- +  � -T -  � ~ⅠT

2
+
 � ~ⅡT
2

( 22)

可以证明  ~ⅠT = -  ~ⅡT ( 23)

由此, 可得出平均流及加权漂移速度的连续方程

及动量方程如下(因为 u
~Ⅰ , u~Ⅱ的对称性,今后只讨

论 u
~Ⅰ并以 u

~表示之) :

 �u-= 0 ( 24)

� u-
� t + ( u-� ) u- = - 1

� p- +

�L 2
u
-+  � -T ( 25)

 �u~ = 0 ( 26)

� u~

� t + ( u-� ) u~ = -
1
� p

~ + �L 2( u~ - u
-) +

 � ~T -  � -T - ( u~ � ) u- ( 27)

以上模化应用了动量传输链概念, 即平均流因层

流粘性及湍流粘性作用损失的动量传输给加权漂

移流, 而加权漂移流的动量又因为以上两种粘性

作用,最终变为分子杂乱运动。详见“§5.讨论”。

下面讨论如何确定湍流应力。通过 X 点与加

权漂移速度 u
~Ⅰ及 u

~Ⅱ方向垂直的平面可称为漂移

流的法平面。漂移流速度的方向及模量随法平面

的方位变动, 加权漂移速度矢端曲面在三维空间

构成椭球体, 椭球体的长轴与微元体所受拉伸应

力主轴方向吻合。可以选择该方向为漂移位矢的

方向。为了求出漂移位矢 l ,令正交各向异性湍流

张量涡团粘性系数为:

!= lu
~ ( 28)

并假定:漂移流特性在湍流场中呈正交各向异性,

主轴 s1与湍流平均流流线方向一致,次轴n2和n3

在过 X 点的平均流线的法平面上 [ 4]。

图 1　正交各向异性主轴座标系 123

与非主轴座标系 X YZ 的关系

正交各面异性在固体力学中用于描写具有正

交对称材料特性的层板(图 1)。采用图示 s1n2n3座

标系时,由于对称性,刚度矩阵如下:

Cij =

C11 C12 C13 0 0 0

C22 C23 0 0 0

C33 0 0 0

SYM C44 0 0

C55 0

C66

( 29)
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式中仅有 12个非零弹性系数和9个独立系数。由

于流体的 Poisson 比为零, 湍流粘性系数矩阵中

只剩由 !的 9个独立分量构成的对角线上的 6个

非零系数。即:

C11 = !11 = l 1u
~
1　, 　C22 = !22 = l2u

~
2

C33 = !33 = l 3u
~
3

C44 = !23 + !32 = l 3u
~
2 + l 2u

~
3

C55 = !31 + !13 = l 1u
~
3 + l 3u

~
1

C66 = !12 + !21 = l 2u
~
1 + l 1u

~
2

( 30)

为简便起见, 下面以二维为例,说明一般 X- Y 座

标系与正交各向异性 1- 2座标系的应力—工程

应变率的变换关系:

∀ =
∀x  xy
 yx ∀y

∀x
∀y
 x y

=

c
2

s
2 - 2cs

s
2

c
2 2cs

cs - cs c
2 - s

2

∀1
∀2
 12

= [ T ] - 1

∀1
∀2
 12

#1
#2
∃12

= [ T ]

#x
#y
∃xy

∀x
∀y
 x y

= [ T ] - 1

�Tss 0 0

0 �Tnn

0 0 �Tsn

[ T ]

#x
#y
∃xy

( 31)

式中工程涡团粘性系数

�Tss = !ss = l1u
~
1　,　�Tnn = !nn = l2u

~
2

�Tsn = !sn + !ns = l2u
~
1 + l 1u

~
2

c = cos%　,　s = sin%　, 　#x = �u
�x

#y = �v
�y　,　∃xy = �u

�y +
�v
�x

在采用( 22)式的模化, 及上述正交各向异性的应

力应变率关系之后,尚需确定漂移位矢的模量, 为

此需推导漂移流的机械能方程如下:

漂移流在固定座标系的实际速度是 u-+ u
~, 在

x+ l 点及 x 点该运动的动能差为:

1
2 [ u

-( x + l) + u
~( x + l ) ]

2
-

1
2
[ u-( x ) + u

~( x ) ] 2

如果 l是一阶小量,在 x 点对上式第一项作 T ay-

lor 级数展开,并只取一阶项,则上式变为:

l �(  u
- �u- +  u

- �u~ +  u
~ �u- +  u

~ �u~)
在 u
~ 的量级与 u

-相比是一阶小量时, 上式中第一

项是 l 距离上平均流自身作用引起的动能变化;

第二项是在 l 距离上平均流因漂移流作用而引起

的动能变化;第三项是在 l 距离上漂移流因平均

流作用而引起的动能变化; 第四项是在 l 距离上

漂移流自身作用引起的动能变化。经过大量试算

表明漂移流能量方程中只能引入第二项, 因而 l

由该项单独确定。

令 A 是 l距离上平均流因漂移流作用(一般

是阻碍作用)而引起的动能变化(一般是亏损) , 该

值应等于漂移流所受总力在 l距离上的作功, 即:

A = l � -
1
� p

~ + �L 2
( u~ - u

-) +

 �(  ~T -  -T ) - ( u~ � ) u- ( 32)

如令 A= !:  u
-,则有

!:  u
- = l � -

1
� p

~ + �L 2
( u~ - u

-) +

 �(  ~T -  -T ) - ( u~ � ) u- ( 32a)

( 32a )即是小扰动情况下一阶精度的求解 l 的能

量方程,在小扰动情况下,使用一阶项 !:  u
-就可

获得平均流态。但大扰动情况, 有必要计入 u
-·

u
~·l的高阶展开项,则

A =
1
1! u

- �u~ �l + 1
2! (  

2
u
-�u~ +  u

- � u
~) :

l
2
+

1
3! (  

3
u
-�u~ +  2

u
- � u

~ +  2
u
- � u

~ +

 u
- � 2

u
~) � l

3 + ⋯ ( 32b)

　　当平均流的速度量级与漂移流的速度量级相

当或更小时,平均流处于剧烈的被切入、切断或搅

拌状态,平均流的全部动能都会变成湍流动能。这

种状态可出现在钝体尾涡脱落散裂区及强烈燃烧

反应区等具有超强扰动的区域。此时方程( 32)右

侧还应计入 l �Du
-

Dt
项,即:

A = l � - 1
� p

~ + �L 2( u~ - u-) +

 �(  ~T -  -T ) - ( u~ � ) u- - D u
-

Dt
( 32c)

　　将( 32b)代入( 32c)即构成大扰动情况求解 l

的高阶精度的能量方程。以下情况需特别注意:

� 小扰动时, ( 32a)可构造成统计平均模型。

� 大扰动时, ( 32a )构成的方程只能对一阶

扰动量平均, 高阶量对应的高阶拟序结构将得以

呈现,因而成为拟序结构模型。

 在大扰动情况下, ( 32b)代入( 32c)构成统

计平均模型。

! 在小扰动情况下, 计算 A 时如只使用

( 32b)式中的高阶而去掉一阶项 !:  u
-, 并配合较

密网格,则可获得弱扰动情况的低阶拟序结构。
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∀ 计算统计平均流时,一般应先从一阶方程
算起,如有高阶拟序流干扰平均流态,再使用高阶

方程。

# 从( 32b)式可知, 诸展开项中只有第一项

是湍流粘性功项,用除式求解 l时只有该项放在

分子上,其余各高阶项均应与( 32c)式右侧扩号中

的项一齐放在分母中。

实际计算时使用的张量涡团粘性中还应计入

实度系数C s ,即:

!= C s lu
~ ( 33)

假定漂移位矢 l 的有效作用半径是 l,为简单起见

用边长 2l的正方微元体来讨论实度系数。在一般

三维流中,微元体 6个侧面都承受湍流表面应力,

则称这种表面为湍流激励表面, 其面积用 S T 表

示。6个面都是激励表面的微元体的体积内也必

然充满湍流, 其实度系数必然为 1。XY 平面上的

二维流,微元体与 Z 轴垂直的 2个侧面虽有湍流

强度(湍流永远是三维的) , 却无净湍流表面应力,

可称为非激励表面, 其面积为 S N。则实度系数可

表示为:　　　C s= ST / ( S T+ SN )

对 3- D流 Cs= 1 , 2- D流 Cs= 2/ 3

如微元体的中心位于边界层底层(图 2)则微

元体一半体积在固体边界之外,有效体积缩小一

半,有效激励表面积也缩小一半,则实度系数

3 - D流　C s = ( 1/ 4) × 1 = 1/ 4

2 - D 流　C s = ( 1/ 4) × ( 2/ 3) = 1/ 6

图 2　固壁边界微元体

　　在边界层中 l 的尺度一般在 0. 8&左右, &为
边界层厚度。因而整个边界层中采用上述实度系

数,仍可获得足够的精度,仅在边界层上部因使用

的实度系数偏低而造成速度型轻度亏损。

方程组( 24～27, 32, 33)即是不可压湍流的封

闭的控制方程组。值得一提的是,最后的方程中不

仅不含任何经验系数, 划分Ⅰ,Ⅱ两组的权重系数

M 1,M 2也不以显式出现而无需求解。

4　数值计算验

　　为了验证以上导出的不可压流方程对真实流

动的适定性, 初步选择了几个有典型代表性的二

维流动实验作为验证算例。计算方法采用标准的

SIMPLE 方法、交错网格。为了避免数值误差污

染计算结果, 一律采用了二阶精度的中心差分格

式。数值计算的稳定性完全依赖于物理粘性的准

确性。

4. 1　平面射流

　　平面二维射流是用来检验在自由剪切流中湍

流扩散特性的主要算例, 包括 K - #模型在内的
许多湍流模型首先利用平面射流调整其经验系

数。本文不可压湍流方程中不含任何经验系数, 湍

流扩散特性是否准确完全取决于方程的正确性及

模化过程是否准确符合湍流的物理实质。

算例的二维射流喷口宽度 2 cm, Re= 3×104

计算以射流轴线分开的长 1. 0米, 高 0. 2米的对

称半域。计算采用( 32a)构成的一阶精度方程及实

度系数 C s= 2/ 3在 40×40网格上进行。图3是所

得射流及其周围被引射流的流动图画,在射流边

界之内,流线皆呈直线,说明该区域内的低阶拟序

结构和弱扰动均被一阶精度的能量方程压抑, 故

可算出统计平均流态。射流边界外的被引射流区

拟序流速远大于平均流速, 呈现了拟序旋涡结构。

图 4是 0. 4～0. 96米区域的速度矢图。从图中可

见,被引射区的速度值极小。将等于 1/ 2中心峰值

图 3　平面射流的流态
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图 4　平面射流的速度矢图

速度处的 y / x 定为扩散率, 计算所得扩散率为

0. 105, 恰巧落在实验所得的 0. 10～0. 11范围正

中[ 3]。曾试用( 32c)计算平面射流, 扩散率严重偏

低,这说明属于弱扰动范围的流动现象不能使用

超强扰动方程计算。本方程能否全面适宜自由剪

切流,今后还需进行远场尾迹、混合层及园射流计

算,其中特别重要的是检验其能否解决平面射流/

园射流异常问题。

4. 2　固壁边界层及转捩

　　检验湍流模型的第二类实验是固壁边界层及

转捩。该问题的难点在于,必须同时处置二处从低

Reynolds 数层流向湍流的转变: ( 1)在平行壁面

方向层流在转捩区向充分发展湍流的转变; ( 2)在

垂直壁面方向从层流底层向上方湍流对数律区的

转变。该算例是对本文方程组的严重考验, 因为方

程组中不含任何经验处理, 即不能调整经验系数,

也不能采用近壁面低 Reynols处置或壁面函数,

唯一可动之处是在能量方程( 32)中选取不同的阶

次,以获取不同的计算精度。因此能否涵盖以上二

种从层流到湍流的转变, 完全依赖方程能否准确

反映湍流物理本质。

在 6米长、3米高的空间采用 81×61网格计

算零压力梯度底部固壁边界层流动。Y 方向采用

指数分布网格以保障底部有较密的网格,最底层

的 3～4层网格位于层流底层之内。在 X 方向转

捩区也采用了密集网格。采用依据 x 长度为基础

的 Reynolds 数, 入口 R e= 1. 0×105 , 出口 Re =

2. 2×107。入口处采用1 cm 厚的1/ 2次方次层流

边界层速度型,边界层之上为均匀速度。平均流速

度的初始值全场皆为 1,而漂移流速度初始值为

零,壁面使用无滑移边条。首先使用一阶能量方程

( 32a)进行计算,在充分发展湍流区域发现有围绕

1/ 7次方平均流稳定速度型的拟周期性的速度摆

动,这种现象表明本文推导的方程组具有描述拟

序结构流的能力。但本算例的主要目的是检验方

程描述转捩及湍流固壁边界层平均流速度型。为

了在使用一阶能量方程时获得稳定速度型, 程序

中使用了沿 y 向相邻点湍流粘性系数的光滑措

施。转捩区起始于 R e= 8×10
5
处,图 5显示了在

转捩区前后速度型及边界层厚度的变化,图 6显

示了充分发展区计算所得平均流速度型与 Kle-

banof f实验结果的对比[ 5] ,最大误差 2%。转捩区

及充分发展区的各种参数, 如边界层厚度、摩擦系

数分布、速度型对数律、形状因子、湍流应力值等

均与实验获得了吻合, 误差小于 3%。

图 5　平板边界层转捩区速度型及边界层厚度形态

图 6　湍流充分发展区速度型

在采用二阶精度的能量方程( 32b)和( 32c)计

算时, 不需要施加光滑化措施即可获得误差小于
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1%的光滑的统计平均流速度型,完全压抑了拟序

流引起的速度型周期性变动。这说明零压力梯度

的固壁边界层中主要是一、二阶拟序流。应当说明

的是, ( 32c)中虽然含有用于超强扰动的专用项

Du
-/ Dt ,但该算例与平面射流不同, 该值极小, 并

不影响平板边界层计算结果。

以上计算结果表明,本文方程组具备了计算

从层流到高 Re数湍流广泛范围内边界层流动的

能力。一阶精度的计算已能满足工程计算的精度

要求。今后还应检验有压力梯度、有壁面粗糙度的

边界层流动以及拟序结构的细致数值研究。

4. 3　后向台阶分离流动

　　检验湍流模型的第三类算例是分离流动。本

文计算了参考文献[ 6] 0421后向台阶分离流动。

分离流动是一种极为复杂的流动,再附着点前的
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图 7　使用一阶精度能量方程计算所得拟序流态

( a)～( c) :单涡核稳定增长期; ( d)～( i) :多涡核合并、分裂、振荡期; ( j)～( p) :双涡核结构的分裂脱落期

回流区中有加速、减速、逆压、顺压多种复杂曲线

流动, 涡尾区由于旋涡的拟周期性地脱落——散

裂而使扰动速度远大于平均流速度, 成为超强扰

动流。再附着点前的涡尾区的平均流应变率极小,

而湍流强度却最大。回流区后上部边缘中还存在

着湍流能量逆转引起的负粘性的狭长条带区, 该

区的存在使再附着点后的远场底部边界层速度型

较为丰满
[ 7]
。

根据 Stanford 国际湍流会议 0421 算例, 计

算域为 20×2. 5台阶高度,台阶长度为 4。流场

Re= 4. 5×104 在使用一阶能量方程( 32a)计算

时,首先使用 100×60的均匀网格。网格划分时未

考虑固壁边界层的影响, 第一层近壁网格大于边

界层厚度,这将导致无滑边界上产生较大的阻力,

但不会实质性影响回流区形状。使用一阶能量方

程意味着只对一阶动能对应的量进行了平均, 二
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阶以上的高阶量在计算中将得以表现。计算结果

[图 7( a)～( p) ]显示了一个完整的涡尾脱落的拟

周期过程。旋涡长度尚未长到平均值 7之前呈现

单涡核稳定增长[图 7( a)～( c) ] , 然后出现双涡

核乃至多涡核[图 7( d)～( i) ] ,涡核之间反复合

并、分裂。在旋涡长度开始超过平均长度之后, 形

成双涡核为主的旋涡结沟, 后涡核持续后移,而涡

核之间旋涡变窄,后涡核最终脱落并碎裂成多个

小尺度旋涡随流漂移而去[图7( j )～( p) ]。前涡核

又形成单涡核结构开始了下一周期的增长。在现

行 Re数下,涡尾脱落的长度约占总长的35%。R e

数提高后,脱落的长度将有所上升。该计算形象地

再现了旋涡尾部脱落的拟周期过程, 说明尾涡脱

落区主要是由高阶项控制的。

采用高阶能量方程( 32b)和( 32c)计算时, 涡

脱落或脉动现象完全消失, 旋涡长度稳定在 6. 7

处(图 8)。如将网格密度增加 4倍并在边界采用

细网格,旋涡长度为 6. 95,与试验所得长度 6. 5～

7. 5的中值极为接近。这说明粗网格引起的数值

误差会引起较大的网格粘性。去掉能量方程的二

阶项, 但保存 Du
-/ Dt项时, 粗网格旋涡长度增至

7. 0(图 9) ,涡尾部虽不脱落但涡尾长度发生约占

总长 8%的脉动。如去掉Du
-/ Dt 项而保留二阶项,

则旋涡有持续增长的趋势。说明这二种方法的湍

流粘性均不足。这更确切地表明涡尾脱落区主要

是由二阶项及 Du
-/ Dt 项共同控制的。使用高阶能

量方程( 32b)和( 32c)计算所得的精确的统计平均

流型中,各剖面的速度型都与试验结果吻合。旋涡

尾部比其他湍流模型所得结果丰满, 且湍流应力

吻合。

图 8　使用二阶精度能量方程计算的后向台阶统计平均流态

图 9　使用一阶精度能量方程及 Du-/Dt计算的结果

　　分离流动的计算结果清楚证明了在强扰动情

况,一阶能量方程( 32a)构成大涡模拟模型。而高

阶能量方程( 32b)和( 32c)构成统计平均模型。统

计平均流与拟序结构流是能量方程中不同阶次的

项对同一流动现象的不同表现形式。即:能量方程

各阶项皆可形成相应阶次的拟序结构流,如将所

有阶次都纳入能量方程求出平均尺度,则可得出

绝对意义的统计平均流。

5　讨　论

　　侧偏平均方法将 x 点的速度脉动分为Ⅰ, Ⅱ

两组进行平均,其平均值不为零,相应的二组动量

方程( 19)和( 20)在推导过程中保存了包括一阶量

在内的全部统计平均扰动信息,因而这二组方程

如能得到准确反映物理实质的模化并与连续方

程、能量方程相配合,必然能准确反映湍流的统计

平均及拟序结构流动特性。而要获得这样的效果,

对传统的Reynolds 平均及其模化而言,无疑是不

9第　1　期 高　歌等:不可压湍流平均流与拟序流的各向异性模式理论及其数值验证



可能的。因为 Reynolds平均完全丧失了最关重要

的一阶扰动量信息,从二阶扰动量的关联项及其

方程出发来研究扰动对于零阶量的全部影响, 无

疑是困难重重的。传统模化引入的经验系数及梯

度扩散概念都缺少准确的物理—数学基础, 经验

系数不可能获得通用性。本文方程推导过程中引

入了Ⅰ,Ⅱ两组划分的无量纲权重系数 M1 ,M2 之

后,使加权漂移速度 M 1u
-Ⅰ与 M 2u

-Ⅱ在各种分组情

况下对称,但 M 1,M 2在最终的方程中又不显性存

在。因而消除了具体确定分组方法及M 1,M 2的必

要性。这为方程的求解带来了莫大的方便。加权

漂移速度 u
~Ⅰ及 u

~Ⅱ的对称性表明, 即便在湍流这

样具有高度随机性现象中, 自然界普遍存在的对

称性法则也是存在的。

长期困扰湍流研究的高阶关联不封闭问题是

与非线性过程失稳后具有无限层次结构现象相对

应的。单纯从数学方法上力图在某一层次封闭非

线性问题是不可能的。每一具体非线性物理过程

的无限层次结构现象的不确定性背后,必然对应

于某一确定性的物理过程。对于湍流而言, 无限多

层次的涡团串级散裂过程及拟序结构从低阶到高

阶的衰变过程的表象之后, 是流体动能从平均流

向漂移流传递、并从漂移流最终变为分子热的能

量传递链的确定论过程。对方程( 19)所作的模化

( 22)的物理意义,可以在漂移流动量方程( 27)中

清楚的看出。从( 24)可知,平均流动量损失起因于

分子粘性扩散项�L 2
u
-及湍流粘性力 · -T。这

二项在( 27)中都是负号,成为漂移流动量的源项,

即平均流动量的粘性扩散的动量全部转化成了漂

移流的动量。值得指出的是,在湍流状态下,平均

流的层流粘性力项�L 2
u-的作用并非直接摩擦

生热。湍流中流体分子构造的滑移层不再和流体

运动方向保持相切,这意味着层流扩散的过程不

能在时均流线的大尺度上得以实行, 而转移到了

更小尺度的漂移流中。因而数学平均过程得出的

�L 2
u
-项, 理应成为漂移流的源项之一。计算实践

表明, ( 27)式中如去除该项后将不能计算转捩过

程,该项在转捩过程中与非线性对流项的共同作

用是引起转捩的关键因素。方程( 27)中的分子扩

散项 �L 2
u
~将漂移流动量经由分子粘性摩擦转

化成分子热运动,而项 · ~T 经由串级散裂过程
将漂移流动量向分子杂乱运动传输。二项共同完

成了动量传输链的最后一环。作者认为这种模化

是符合物理真实的,模化之后问题的焦点已转移

到如何准确地确定湍流应力上。

Boussinesq的涡团粘性概念不能妥善处理流

线曲率、固体式旋转及有体积力流动等复杂流动

现象。其根本原因在于湍流是各向异性的,而已往

的模型不仅要依赖经验系数去修正涡团尺度的模

量,更不能确定尺度的方向,因而得出标量涡团粘

性系数, 无法准确反映各向异性。二阶矩

Reynolds 应力模型虽然引入了各向异性应力张

量,但尺度方程的准确性、通用性和经验系数的通

用性问题一样,仍是困难的焦点。侧偏平均保证了

漂移流动量方程和漂移流无限层次尺度的能量方

程的全息准确性。为最终求出尺度矢量,本文采用

以下三个假设:

( 1)漂移尺度矢与微元体拉伸应力主轴同向。

( 2)漂移流特性是正交各向异性的,其正交主

轴方向与平均流线及其法线方向一致。

( 3)各向异性涡团粘性张量系数在平均流及

漂移流中同时起作用。

以上三点假设的正确性需要计算验证。

正交各向异性是用于木材层板的固体力学概

念。表观上,木纹和水纹的确有极大的相似性。湍

流中引入正交各向异性的对称性之后极大地简化

了各向异性系数矩阵, 使三维各向异性的系数阵

的 36个非零分量简化到正向各向异性的 6个非

零分量。(漂移速矢及位矢相乘提供 9个张量分

量,其中 6个剪切张量应变率系数可组成 3个工

程剪切应变率系数,加上 3个正应变率系数,共有

6个非零系数)。当座标系旋转偏离正交各向异性

座标轴时,就又得出 36 个非零分量, 与一般各向

异性无异。如此得出的涡团粘性张量及湍流应力

已与传统的标量涡团粘性系数发生了本质的变

化。求解 模量时, 在能量方程中取用的级数项越

多,得出的 l 越大, 从而涡团粘性系数越大, 越易

得出精确的统计平均结果。对通常检验湍流模型

的三类流动问题的计算所获得的高精度结果已经

初步表明,本文模化及假设是正确的。正确的模化

必然消除对经验系数的依赖。

能够兼顾计算统计平均流及拟序结构流的计

算事实表明, 方程组的推导为普遍性的强非线性

多层次结构现象的研究提供了可供参考的数学物

理方法。对湍流研究而言,则为统计平均学派及结

构学派的合流提供了理论雏形。由于拟序现象的

计算可在 103～105网格上完成的,方程组也实现

了大涡模拟模型的初衷。当然, 对拟序现象,特别

是一阶拟序结构的研究还应开展细致的三维数值

研究。
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6　结　论

　　通过侧偏平均及动量传输链模化得出的不可

压湍流封闭方程组( 24)～( 27) , ( 32) , ( 33) , 保留

了包括一阶扰动统计平均量在内的全部扰动信

息,不包含任何经验系数和经验处置,可以计算从

层流到高 R e数湍流广阔范围内的统计平均流动

及拟序结构流动。

在个人计算机上对自由剪切流、边界层流动

及分离流动三类流动现象的数值计算已初步表

明,该方程组可获得高精度的统计平均结果,也可

在粗网格上获得形象逼真的大涡模拟结果, 对各

种流动有广泛适应性, 可用于湍流的理论研究及

工程计算。

侧偏平均、加权漂移速度对称性、漂移流特性

正交各向异性、动量传输链封闭及对应于无限结

构层次的级数形式的漂移流能量方程等一系列推

导方法,为普遍性的强非线性现象的研究提供了

有参考价值的数学—物理方法。本文通过理性推

导,对建立能囊括湍流的半随机、半有序现象的统

一方程做了初步尝试, 希望能抛砖引玉。
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协助表示由衷的感谢和赞赏。同时也感谢佛罗里
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Abstract: 　A unilateral statistical average scheme is used to der iv e a new set of closed equat ions

of incompressible turbulent f low s, w hich is capable of descr ibing both of stat ist ical mean flow and in-

term it tent coherent flow w ithout int roducing any empirical t reatments and coeff icients. Besides the

special av erage scheme, the concepts o f symmet ic drift flow s, orthot ropic t rubulence and the chain of

momentum tr ansference are also used in the original derivation. Mo re important , the obtained energ y

equat ion of series form suggests that the inf inite terms in the equation are corresponding to infinite

layers o f st ructures of t rubulence. If all the terms of the series are taken for determining the leng th

scale, one obtains statist ical mean results. On the other hand, if only parts of terms are taken, coherent

flow s w ould appear. To verify the adaptablity of the equat ions, three benchmark f low s, i. e. f ree shear

flow , boundary layer tr ansit ion f low and separated flow , are numer ically simulated on PC computers.

Bo th of accur ate r esults of statistical mean f low s and viv id st ructures of coher ent f low s are obtained.

Key words :　incompressible flow ; turbulence; modelling
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